SlozZitost

FiLip HLASEK

Prispévek popisuje dva zakladni koncepty teoretické informatiky, Turin-
govy stroje a slozitost. Kromé definic dilezitych pojmt uvadi také nékolik souvisejicich
tvrzeni, vét a cviceni.

Uvazujme libovolny problém s jasné danym vstupem a ocekdvanou odpovédi.
Budeme zkoumat, kolik operaci pocitacového programu je potieba ke spravnému
vypoctu. Nékteré problémy lze fesit pomérné efektivné, jiné oproti tomu nelze Fesit
vibec. Ke zcela presnému popisu vypoc¢tu zavedeme abstraktni stroj, pomoci néhoz
ukézeme nékteré vlastnosti redlnych pocitact.

Problémem v nasem smyslu budeme rozumét presny popis toho, jak mize vypadat
vstup a jaky je ocekévany vystup. Vstupem bude typicky posloupnost ¢islic, pfipadné
pismen ¢i jinych dalSich znakt. Obecné budeme seznam vSech pouzitych symbola
znalit pojmem abeceda, coz bude vzdy kone¢nd mnozina. Ocekavany vystup je taktéz
posloupnost znaka abecedy.

Prikladem takového problému mtize byt napiiklad secteni dvou ¢isel zadanych v
desitkové soustavé oddélenych mezerou. Abeceda v tomto pfipadé obsahuje deset
cifer a jeden specialni znak mezeru. Dalsim trividlnim problémem je pro libovolny
vstup odpovédét , Drbu vrbu.“ Prikladem naro¢néjsiho problému muze byt hledani
prvociselného rozkladu pfirozeného ¢isla ¢i hledani nejdelsi kruznice v grafu.

Program fesici dany problém je typicky posloupnost pocitacovych instrukei, které
pro kazdy povoleny vstup vyprodukuji pozadovany vystup. Zapis programu v libo-
volném rozumném programovacim jazyku, jako jsou C, Java ¢i Pascal, popisuje
jednotlivé kroky, které budou béhem vypoctu vykonany.

Turingovy stroje

Programy zapsané v béznych programovacich jazycich je obvykle velmi naro¢né ana-
lyzovat. Je slozité porozumét tomu, co se dé€je v procesoru pocitace ¢i v jeho paméti
a z teoretického pohledu témér nemozné presné odhadnout, jak dlouho vypocet po-
trva, pripadné kolik presné operaci pocita¢ vykona. Proto se matematici rozhodli
navrhnout abstraktni pocitac, ktery bude dostateéné jednoduchy ke zkoumani. Je
sice mnohem naro¢néjsi ho programovat a je méné vykonny, ale ukazuje se, Ze tento
rozdil neni natolik podstatny a model ndm poskytuje dilezité nastroje ke zkoumani
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realnych pocitaci.
Definice.

(1) Abeceda je libovolna koneénd mnozina. Jeji prvky budeme nazyvat symboly
¢ znaky. Napiiklad {0, 1} je binarni abeceda, {a,b, ..., z} je abeceda malych
anglickych pismen a {7, X, ©,1} jind moZné abeceda.

(2) Slovem nad abecedou ¥ nazveme koneénou posloupnost jejich symbold. Slovo
u délky n (znacime |u| = n) zapiSeme jako u = ajas. .. an,.

(3) Jazyk nad abecedou X je n&jaka mnozina slov nad abecedou X. Jazyk muze

byt jak koneény, napi. {00,01, 10,11}, tak nekone¢ny, nap¥. {0,01,010,0101, ...

Dale zavedeme teoreticky model pocitace poprvé popsany britskym matematikem
Alanem Turingem. Tento stroj sestava z potencidlné nekonecné pracovni péasky, coz
je posloupnost policek, z nichz na kazdém mize byt zapsany pravé jeden symbol
dané abecedy. Vypocetni jednotka stroje je tvofena takzvanou hlavou, ktera je vzdy
nastavena na jedno z policek pasky a mize z néj precist aktualni symbol ¢i na néj
symbol zapsat. Dale je vypocetni jednotka vzdy v jednom ze stavii z pfedem znamé
mnoziny moznych stavi. Na zacatku vypoctu je stroj v néjakém stavu gy, na pasce
je zapsany vstup a hlava ukazuje na prvni symbol vstupu.

Samotny vypocet se poté sklada z kroki, kde v kazdém kroku se pouze na zakladé
aktualniho stavu jednotky a ¢teného symbolu na pasce stroj rozhodne, do kterého
stavu se presune, zda se pohne hlava a co se zapise na pasku. Formalné se jedna o
funkci dvou parametri (aktudlniho stavu a ¢teného symbolu), jejimz vystupem je
trojice (g, a,m). Zde q vyjadfuje novy stav stroje, symbol a je zapsin na pasku na
aktualni pozici hlavy a m popisuje, jak se pohne hlava po vykonani operace. Popsané
funkci se fika prechodovd funkce. Dostane-li se stroj do jednoho z koncovych stavi,
vypocet kondi a vstup je prijat. Pokud v aktudlnim stavu neni definovana prechodova
funkce, pripadné pokud se stroj nikdy nezastavi, je vstup odmitnut.

Popsany stroj neméa zadny vystup a pouze rozhoduje, zda zadany vstup patii
do zkoumaného jazyka, ¢ nikoliv. Reseni takovychto problémii je piesto dostatecné
zajimavé a ukazeme si, ze po vyfeSeni rozhodovaci verze problému je jiz vypsani
pozadovaného vystupu vétsinou pomérné jednoduché.

Definice. Deterministicky Turingiv stroj (DTS) je pétice (@, X, d, qo, F'), kde

(1) @ je koneéna mnozina stavi.

(2) X je abeceda.

(3) 0:(Q\F)x¥ — QxXx{-1,0,1} je pfechodova funkce (program) Turingova
stroje. Zjednodusené pro kazdy stav a symbol z abecedy fika, do jakého stavu
se stroj pfesune, co se zapiSe na pasku a kterym smérem se pohne hlava.

(4) qo € Q je pocatecni stav stroje.

(5) F C Q je mnoZina koncovych stroja.

Definice. Konfiguraci Turingova stroje T = (Q,X%,0d,qo, F') nazveme koneénou
cast pasky, na kterou byl zapsan néjaky symbol, spoleéné se stavem stroje a pozici
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jeho hlavy. Konfigurace urcuje vSechny potiebné informace pro pokracovani vypoctu
stroje.

Cviceni. Navrhnéte DTS, ktery ptijme zadany vstup pravé tehdy, kdyz se skldda
ze vsech stejnych symbolu.

Definice. Deterministickym Turingovym strojem s vystupem nazveme determinis-
ticky Turinglv stroj, ktery ma navic jednu vystupni pasku s vlastni hlavou. Na
vystupni pasku mutize pouze zapisovat a hlava se pii kazdém zéapisu pohne doprava.
Vystup je tedy zapisovan po znacich.

Cviceni. Uvazme graf a hledejme v ném nejdelsi cestu, tj. neopakujici se posloup-
nost vrchold, kde kazdé dva po sobé jdouci jsou spojené hranou. Uvazme DTS T,
ktery pro zadanou délku k rozhodne, zda v grafu existuje cesta délky k. Navrhnéte
DTS s vystupem, ktery mutze vyuzivat T a nalezne nejdelsi cestu v zadaném grafu.

Definice. Od dfive popsaného stroje se n-pdskovy deterministicky Turinguv stroj
lisi tim, Ze ma n pasek (koneéné mnoho). Kazda z pasek méa vlastni hlavu a pfe-
chodova funkce se rozhoduje podle symboli pod vSemi témito hlavami, zapisuje
v kazdém kroku na vSechny pasky a posouva vsemi hlavami. Navic v tomto pii-
padé obvykle vymezujeme vstupni pasku, kterd obsahuje zadany vstup a neni na
ni mozné zapisovat, slouzi pouze ke ¢teni vstupu. Ostatni pasky poté nazyvame
pracovni pasky.

Véta. Kazdy problém fesitelny n-paskovym DTS je fesitelny také jednopaskovym
DTS.

Definice. Nedeterministicky Turingtiv stroj (NTS) je stroj, ktery se od Turingova
stroje lisi prechodovou funkci. Ta v tomto pfipadé neudéava presny stav, symbol a
posun hlavy, ale nabizi misto toho nékolik moznosti téchto trojic. V pripadé, ze
funkce nabizi pro kazdou konfiguraci stroje pouze jednu moznost, jedna se o deter-
ministicky stroj. Nedeterminismus se projevi, pokud je moznosti vice, stroj si poté
miZe vybrat libovolnou z nich (napiiklad ndhodné). Vstup bude nedeterministickym
strojem pfijat, pokud existuje popsand posloupnost rozhodnuti, pii kterém by byl
vstup pfijat (jinymi slovy — stroj si mtze vybirat moznosti takovym zptsobem, aby
nakonec vstup ptijal).

Cviceni. Ukazte, ze kazdy problém fesitelny pomoci NTS je také Fesitelny pomoci
DTS. Jinymi slovy, ze umime nedeterminismus simulovat pomoci deterministického
stroje.

Véta. (Godelovo ¢islo) Kazdy Turinguv stroj T je mozné zakédovat konecnym
binarnim slovem. Takovému slovu budeme fikat Gddelovo ¢islo stroje T' ¢i kéd stroje
T a znadit jej K6d(T).

Definice. Univerzalni Turingtuv stroj U je DTS takovy, ktery umi simulovat libo-

volny DTS T. To znamend, Ze pro libovolny vstup v stroje T, pokud predlozime

stroji U jako vstup K6d(T) a v, dopadne vypocet stejné, jako by dopadl vypocet
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stroje T nad vstupem v.
Véta. Existuje univerzalni Turingiv stroj.

Definice. (Halting problém) Uvazme libovolny DTS T a jeho vstup v. Hleddme
takovy stroj, jehoz vstupem bude K6d(T) a v, vzdy se zastavi a pfijme vstup pravé
tehdy, kdyz se T zastavi nad vstupem wv.

Véta. Neexistuje DTS fesici Halting problem.

SloZitost problému

Definice. Necht T je DTS a ozna¢me L(T') jazyk piijimany strojem 7. Rekneme,
ze T ma polynomidlni ¢asovou sloZitost, pokud existuje polynom p takovy, Ze pro
kazdé w € L vykond T nad vstupem w nejvyse p(|w|) kroki. Stroj smi tedy vykonat
nejvyse polynomialné mnoho krokt vzhledem k velikosti vstupu.

Definice. Ozna¢me P mnozinu vSech problému feSitelnych DTS s polynomidlni
¢asovou slozitosti.

Definice. Rekneme, 7e NTS T ma polynomidlni casovou sloZitost, pokud pro kazds
prijimany vstup nejkratsi z prijimacich vypocta vykona nejvyse polynomialné mnoho
krokt vzhledem k délce vstupu.

Definice. Ozna¢me N P mnozinu vsech problému fesitelnych NTS s polynomialni
¢asovou slozitosti.

Tvrzeni. P # NP

Definice. Rekneme, Ze problém A je polynomidiné prevoditelnsyj na problém B,
pokud existuje DTS s vystupem s polynomialni ¢asovou slozitosti takovy, ze kazdy
vstup problému A pfevede na vstup problému B (jako vstup méa vstup problému
A a na vystup d4 vstup problému B) tak, aby problém B mél stejny vystup jako
problém A. Znacéime A x B.

Definice. (Hadaci paska, ordkulum) Turingiv stroj mizeme také doplnit o tzv.
ordkulum, coz je paska, ze které je mozné pouze ¢ist a na které se vyskytuje ndhodna
posloupnost nul a jednicek.

Definice. Turingtv stroj s ordkulem 7" muze obcas odpovédét chybné. Konkrétné
jsou mozné dva druhy chyb:
(1) A: stroj pfijme vstup, ktery nemél pfijmout,
(2) B: stroj nepfijme vstup, ktery mél pfijmout.
Pravdépodobnosti jednotlivych chyb budeme znacit Pr(A), resp. Pr(B). Rekneme,
ze T' s polynomidlni ¢asovou slozitosti nalezi do t¥idy
(1) P, pokud Pr(A)=0a Pr(B) =0,
(2) NP, pokud Pr(A)=0a Pr(B) <1,
(3) RP, pokud Pr(A)=0a Pr(B) <
(4) BPP, pokud Pr(A) < 3 a Pr(B)
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